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非線形可積分系の解の増殖とRiccati方程式
富山大学工学部情報処理 川 田 勉
可積分系と称される非線形偏微分方程式を解くためにいろいろな手法が確立されてきた。 それら相
互の関係 や， より基本的な事柄の発掘などが精力的に行われてきた。 著者は専ら逆散乱法の観点より
研究を進めてきたが， これはより基本的なR iemann-Hilbert (R -H) 問題の観点に立つことが出米
る。l.2 )R-H問題の観点に立っと， 偏微分方程式を扱う面倒がなく例えば時間をパラメータと見慣し
てしまう事が出来る。 固有値方程式を解くと言うよりも変換すると言う意味が強くなる。
このR -H変換は， 次の 3点に於て興味がある。
① Crum3) に依り与えられたポテンシャルの増殖公式とよく似た関係を与える。 彼は， Schrδ d ing er 
型固有値問題，
( θ2/ íJ x2十平') y二qo(x ) y， (1-1 ) 
の解に依って新たなポテンシャルと方程式を増殖する 方法を与えた。 その際にRiccati方程式が巧妙
に使用された。 つまり， 新たなポテンシャルql(x )は，
ql (x )二qo(x )+ 2 (θ2/θx 2) r o(x ) (1← 2) 
となる。 ここに r oはRiccati方程式 r x十 r 2ニr; õ -qo (x ) の解である。 和達等は4) ， Crumの)j
法を利用してBackluknd変換を導いている。 実は， R -H変換に依っても(1 2) 相当の関係が得られる
のである。
② Crumに依れば， 解の増殖にはRiccati 方程式が関係している。 しかし， R-H変換ではそれは，
明白に現れなかった。 代わりといってはなんだけれど， 射影行列(proj ection) が重要な役割をしてい
た。 ここに射影行列とRiccati方程式の聞に何等かの関係が期待される。
③ prolong ation構造を基礎とするBäcklund 変換などとの関係がどうなるか?
本文では， R-H変換に習って簡単にソリトン解を導く方法を開発する。Jost関数 や散乱行列な
どは使用せずに， 従って面倒な解析性の考慮などもない。 その代わり， 大I点刊は失われ局所的な理論
となる。 Crumの物を一般化したポテンシャルの培殖 (変換と称しない )公式と射�ji;行列の満たす万
科式を基本としたソリトン解の構成法を与える。 これは， 21[ì;]の復素ノ￡ラメータで特徴付された変換
とも見慣す事が出来る。 ついで， これとRiccati方程式との関係を調べ， Riccati方程式の解に関す
る変換(分数 変換となる ) を導出して逐次増殖に便利な事を示す。 これで 2純の変換の合成を行い，
出来た 2種の合成 変換の可換性を調べる。
2. ポテンシヤル増殖の理論
Crumの様な直接的な扱いは既に挙げた Schröd ing er型固有値問題のケースのみであり， もっと他
の万程式に関する扱いは 未だに知られていない。 この点， 以lマにIJ �す};法は一般'1''1:があり，
N x N-orderでも簡単に処理できる。
78一
川田:非線形可積分系の解の増殖とRiccati方程式
R-H変換に習ってMLごく直感的で易しいポテンシャルの増殖方法を構成しよう。 まず， 一般的
に次の様なNxN次の連立方程式系 を取り上げる。
àxlu>=D (À;x， t)lu>， (2-1 a ) 
θt!u>=F (À ;x， t)lu>， (2-1 b) 
但し lu >は列ベクトル ， NxN一 行列 D及び F は複素パラメータAに関する整関数とする。 クロス
微分から ， 次の可積分条件が課きれる。
Dt - F x + (D， F) = 0 . (2-2) 
ここに， 添え字t ， x はそれぞれに関する偏微分 を， また(*， * Jは行列の交換子を意味する。
特にN= 2 として， 2 X 2 行列D(À; x， t) を，
D(À;x， t) =-iÀI13+Q(X， t)， (2-3) 
とすれば， 式(2-1 a )はAKNS方程式と なる。 尚， 113 はPauli のスピン行列， ポテンシャル 行列
Q ( x ) は， 非対角行列で、(1-2)要素にq(x)， (2-1)要素にr(x)を持 つ。
以下においては， AKNS方程式を主に扱 うものとし， 従って時間依存性 の部分 はtを単にパラメ
ータとみなしてnotationはオミットする。 けれど， これに依って一般性 は全〈損 なわれるものでない
こと に注意 されたい。
式 ( 2-1a ) の解 u =u (À， x)が， 2 個 の 複素パラメータ(μ， 11) で特徴付ら れた変換
To {=T(μ， ν)}を受けても不変 であるものとする。
àxl u(l} > =AI u>， 
àxl u(1} > =D(l} (À， x)1 u(!) > 
ここにA 一独立 な次の量，
.6.Q(x) =D(!}(À， x)-D(À， x)， 
(2-4) 
(2-5) 
(2-6) 
が増殖 されたポテンシャルQ(1}(x) (=Q+ムQ) を与える。 又， 変換 行列A=A(A) 及びB(À) は，
A 独立な射影行列P ( p=p2) によって
A=l一αP ， B=l-βP， (2-7) 
a=(μ一 ν)/(À一ν)， β=(ν一μ)/(À一μ)，
と表示されるものと する。 この時 α(À) では A宇ν， β(À) で はA宇μ とせねばなら ない。 明らかにA
.B=l， a+β=αβである。 式(2-4)を x 微 分 すると行列D(l}は，
D(1}=( θxA+AD)・B， (2-8 ) 
となる。
きて， 列 ベクトル: I u> = I U!， U2 >に対 して随判 な行ベクトルを< u I = < - U2， u!1 で定義する。
式(2-1 a )で À=μとした時の解をø， 随判方程式ι<vl二二 <vlDでÀ=ν と した解 をψと しよう。
式(2一7)の射影行列を
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p=1 �> <ψ1/<ψ1 �>， 
で与えると， 次 式が成り立 つ。
8xP二( 1 -P) D(μ)P-PD ( ν)( 1 -P) . 
式(2←6)に(2-7)， (2-8)， (2-10) 等を代入すれば
ムQ二i(μ一 ν)[P， σ3)
を得る事が出来る。 (付録A参照)
式(2-10)， (2-11)をNxN次に拡張するのは容易である。
Px二(l-P)D(μ)P-PD ( ν)(l-P)， 
Pt=(l-P) F(μ)P-P F( ν)(l-P )， 
(2-9 ) 
(2-10) 
(2-11) 
(2-12 a ) 
(2十12 a ) 
ムD(À)二a( 1 -P) {D( À) -D(μ) }P 一βP {D(À)-D( ν)} (l-P) ， (2←13 a ) 
ムF(λ) ニα( 1 -P) { F( À ) - F(μ)} P - ßP { F( À ) - F( ν)} ( 1 -P) . (2-13 b ) 
可積 分条件(2-2)のも とで Pxt=Ptx， 及び変 分系
ムDtームFx +[D， δF)一 [ F， ムD)= 0 
が成り立 つことも検証できる。 行列D が式(2-3)の様に与えられたならば， 可積 分条件(2-2)は行列
F に関し解ける。 例えば， 次のようになる。
F二一2iÀ2 σ3 十 2 ÀQ+i ( σ3Qx-Q2(j3) . (2-14) 
対応する可積 分条件は次のようになる。
iQt 十 σ3Qxx 十2Q3 σ3= O. (2-15) 
r ニmq*(m二:t 1 ) とすれば， 式(2-15)は良〈知られたnonli near Schrödinger方程式となる，
iqt +qxx一2mi 1 ql2q= 0 (2-16) 
ここでQ=Oとすれば， 式(2-12) より， 射影行列Pは簡単に求まり， 更に式(2-13) を使って増殖
きれた ポテンシャル Q(1) が計算 できる。 この様な零 ポテンシャル から増殖されたものは， いわゆる
ソリトン解と呼ばれるものである。 しかもこのQ(1)は， 可積 分条件(2-2)，即ちnonli near Schrödinger 
方程式(2-16)を満たすのである。
3. Ri ccati方程式の導入
Riccati 方程式が， AKNS方程式(2-1)よりすぐに導かれる事は良く知られている。 つまり，
r=Ul/U2， Q =Vl/V2 とすれば，
θxr=q-rr2-2iλr， 8xQ =q-r Q2 -2iλQ . 
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第1節で'Schrädinger型固有値問題を見た時 には， ポテンシャルの増殖を 行う際には Ri c cati 方程式
が使われた。 然るに， 第2節のAKNS方程式のR-H変換による時 には使われなかった。 これを我
々は単にそのまま受け取ることは出来ない。 Ri αati 方程式はどこかに形を変えて使われたと考える。
射影 行列の満たす方程式(2-10)を調べょっ。 P =[PIK) とすると， det. P = 0， Tr. P = 1より， Pll 
十P22ニ 1， PI I P2 2 = PI 2 P2 I に注意して(2-10) 式を分 解すれば，
ÒxPII=-i(μ ν) (PIIP22+PI2P2J)+qP21 -rpI2， 
ÒxPI2=- 2i (μP22 + νPII )P12 +q(P22 -Pl l )， 
ÒXP2 1= 2i (μPII+ νP22 )P2 I + r (PI I一 P22). 
ここで
φ=PII/P21 =PI2/P22， I，lf=PI2/PII =P22/P21 
とすれば， これらは次のRiccati方程式を満たす。
Òx (þニq-r(þ2- 2iμ(þ， Òx I，lfニq-r 1，lf2 - 2i νI，lf. 
この(þ， I，lfにより(2-9)式の射影 行列 Pを表現できる。
1 ((þ. -(þ 1pì 
P = -- I I 
(þ-I，lf l.. 1， -I，lf ) 
これを(2-4)式に代入すれば，
(þ(r -I，lf) 
UI (1) (λ) = UI (À)一 α (λ) - ，- �_ ' U2 (λ) (þ -I，lf 
r-I，lf 
U2(l) (À) = U2(À)一 α (À) 一一一 U2 (À ) (þ -I，lf 
通常のRiccati 変 数に変えれば， 次のよう な分数変換に至る。
T: r(λ)→r(l) (λ)= L(À )/f2(λ) ， 
但し，
L=r((þ-I，lf)一 α(þ(r -I，lf)， f2ニ((þ -I，lf) α(r-I，lf). (Àヰ ν)
この逆変換も 容易に求められる。
T-1: r(l)(À)→r(À)ニL'(À)/f/(λ)， 
L' = r(l) ( (þ -I，lf) β (Þ(r(l) -I，lf)， 
f2'二((þ -I，lf)一 β (r(l) -I，lf). 
ポテンシャルの増殖公式(2-11)より次の関係を得る。
q(l) =q+2i(μ ν)(þ I，lf/( (þ -I，lf)， 
r(l) = r+2i (μ ν)/((þ-I，lf). 
-Eム00 
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(3-10) 式を使えば， 前節の終わりに述べたのとは少し異なった方法でソリトン解を構成できる。
式(2-1b )に対応するRiccati方程式は
òtr二ft-f2r2- 2for ， ÒtQ二f1 -f2ρ2 - 2foQ (3-11) 
となって， 式(3-1)に連立する。 但し，
( -fo. ft ì F=I I 
l f2， fo ) 
既に式(2-14)で与えたが， Fの各成分のポテンシャル依 存性により Q=Oとすれば，
F = - 2iÀ2ð3なので(3-1)， (3-11)は共に簡単な定係数方程式となってr， Qはすくに求まる。
式(3-10)に代入してソリトン解が得られる。
きて 我々の目標は， 既に得た分数変換(3-6)を使って式(3-1)を
òxr(1) ニ q(1) -r(1 ) r(1)2 - 2i À r(1)， 
θxQ(I) = q(1) -r(1) Q(
I)2_2iλQ(I) (3-11) 
に変換すると共に式(3-10) を導出することである。 しかし， 不思議にもこの導出は簡単でないので
ある。
4. Riccati方程式の増殖
既に触れた通り， 式(3- 6)によって
θxr =q-r r2 - 2i À r， (4-1 ) 
を変換して
òxr(1) =q( l) -r(l) r(I)2- 2iÀr(1)， (4-2) 
に帰着させるのは簡単でない。 それで式(3- 5)に習って (同じnotatlOnで，) r( l) ，  r， Q等が分数表
現されると仮定する。 この時， 次の様に置いても式(3-6)に矛盾しない。
E1三U1(1) /U2 =r αφ( r -1Jf) / ( (þ -1Jf)， 
E2三U2(1) / U2 = 1 -α(r-IJf)/((Þ-IJf) . 
この時重要なことは， 例えば式(4-1)において見るとF二Ul/U2としたとき， Ul， Uz 
(4-3 a ) 
(4-3 b ) 
がAKNS方私I
式の解になっているか? と言うことである。 実は， どちらか一方さえAKNS式の成分を与えるとす
れば， それは確かに成り立つ。 従って依然として 我々は， 式(4-3)左辺の各変数をAKNS式の解ベ
クトル成分とすることが出来る。 その事から， 式(4-3)左辺を微分してやろう，
F γi 
f一pf
+一 、AUH 引f fdl、
γA
U
一出
川2一h
二
1
-一一
EE ぺU4U
(4-4 a ) 
(4-4 b ) 
これに対しては-3)式右辺の方をそれぞれ微分すると，
2iaφ 
θXE，士一2iλr 十qE2-rrE， 十一一一一一τ {Ar(φ-1Jf) 
((Þ -1Jf)2 
μ1Jf( r -1Jf) 十 ν1Jf(r -(þ ) } ， (4- 5 a ) 
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r-1Jf / Àr ν 1]1' μ {þ一 ν 1]1' \、
aXE2二β 一一一一 {r(r-(/))+Zi ( 一一一一一 一 二一 一一一一 ) } (/)-1Jf \ r-I]I' {Þ-I]I' / '  
(4-5 b ) 
式(4-4)と(4-5)をそれぞれ等置してやれば， 少し長い計算の後ポテンシャル増殖の公式(3一10) を
得る事が出来る。 前節に於て既に触れたが， Riccati 方程式から直接ポテンシャルの増殖を得るのは
困難である。 我々は， ポテンシャル増殖は基本的 に固有値 問題 ( AKNS方程式) に付随していると
考えねばならない。 その理由は， Riccati 方程式を何等の条件なしに固有値 問題に戻す ことは出来な
いからである。
5. 逐次変換と可換性
既に求めたRiccati 方程式の増殖機構を整理してそれの合成を行う。 初めの状態を基底状態として
{q， r;r， .Q} と記そう。 これが励起きれて第 1 準位{q(l)， r(l); r(I) ， .Q(I)} になり， さらに励起き
れて第2準位{q(2) ， r(2); r(2)， .Q(2) } に至る。 この時 ， 2種類の増殖を行うのであるから増殖の順
序に依って最終状態が異なるかも 知れない。 これを明らかにする必要があり， その 2種の増殖変換の
パラメータを{μj， 均， j， k = 1， 2， j =1= k} としよう。 先ず，
ハ r(À ){ {Þj-I]I'j } - aj (À ) {Þj {r( À ) -I]I'j} r(l)パÀ)二
{ {Þj -I]I'j } αパÀ){ r (À ) -I]I'j} 
。(À){訊- {Þj } 島(À) lfj { .Q ( À ) - {Þj } 
.Q<1)j(À)= 
{島- {Þj } - ßj (À ){.Q (À ) - {Þj} 
(5-1a) 
(5一1 b ) 
但し， 式(5-1a)， (5-1 b)ではそれぞれA宇恥 μJであり， (Þjニr(μj)， lfj=.Q( ν'j )及び
νj一μJ
aj (À )二主L三三一， 島(À)二一一一一 (5-2) 
A νj '- ' À -μJ 
第1準位のポテンシャルは， 式(3-10)を修正してパラメータの依存を明確にせねばならない。
{Þ;ψ: 
q(l)j =q+2i ( μJ一 的 ) ー←L二一一，(Þj 叫
r(l); =r+2i ( μ jー 約) -­{Þj- lfj 
この状態をもう1回励起すれば， 増殖の合成が得られる，
(Þ(1 いv(l) 7 h
q(2)jh二q(l)j+ 2i(μk- νk) �'" J� � J" (Þ(1 )jk - IJi'I)jk 
r( 2)jkニr(lU十2i (μk- ν k) 一
1j _ . ， ，- n ， n ， {þ(l)jk- 1J!<1)jk 
(5-3) 
(5-4) 
但し， (þ(l)jk = r(l)j(μk)， 1]1' (l)jk二.Q(1)j( νk) • これらより 2種類のポテンシャル{ q(刊2， r(刊2}， { q(九1，
r(九dが計算できる。 2種類の増殖の関係を調べるために， 例えば変換の交換子 { r(へ2-r(2)21}の計
算を簡単に示そう。 先ず， パラメータ に関するものとして，
α12β12 -a12一 β12二a21 ß21一 α21-β21
ニ(μ1-).11) (μz ν2) /(μ2-).11)/( ν2 μ1 ). 
が成り立 つ ことに注意しよう。 そして次のような量を導入する ことが出来る。
rjk= ( (Þj一 弘)/ (μJ一 νk)， 
長い計算の後， 先程の交換子は
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ん八=幻(747-47)
. r 22 (r 11 -r 12)( r 11 -r21 ) -r 11 (r 22 -r 21)( r22 -r 12) 十2i-
.. ，- " - ，."- ， ，  - . " - ， ， ， - .- - - ， ， ， - -- - ， . ，  (5-7) 
r11 r22(rl1r22 -r12r 21) 
と書くことが出来る。 その右辺は消失して， 明らかに r(2)12 = r(2)21 となってその可換性が証明される。
6. 結言 と考察
面倒な逆散乱法の手順を踏まずにソリトン解を増殖構成する方法が示された。 これは， Crumが
Sc hröd ing er型固有値問題について解いた物の一般化であり， 従来までは解かれていなかった物であ
る。 Riemann-Hilbert問題にヒントを得て導かれたローカルな 変換法 ( 2個の変換パラメータを持
つ )であるが， 逆散乱法等に比べて非常に簡単である。 射影行列のl持たす方程式(2一12) を零ポテン
シャルのケースで解けば， 後はポテンシャルの増殖公式(2-13) に代入さえすれは、よい。 今まで逆散
乱法等で解くのは非常に厄介で、あったNxN次の問題でも容易に解くことが出来る。 この方法を逐次
適用すれば， Nソリトン解も計算できるがその時には式(2-12)を nontrivialなケースに就いて解く
必要があり， これが面倒な計算として残る。
Riccati方程式とポテンシャル増殖の関係が明らかにされた。 これに依れば， Riccati方程式のセ
ット( 3-1)( 3-11)を解いてポテンシャル噌殖公式(3-10)に代入すれば良い。 この万法の特徴は， 射
影行列の 方程式をRiccati方程式に変えた事である。 注目すべき事に増殖された系のRiccati解は，
分数変換式(3-6)で代数的演算で与えられ， Nソリトン解の逐次的構成は非常に簡単になる。 しかも，
2種類のパラメータで特徴付られた 変換は， 変換の)1 貢序に依らずに定められる事が判った。
本文を書くに至った第1の動機は， Riccati方程式と射影行列は， ソリトン方程式の解法に関し非
常に重要な役割を演ずるであろうと言う直感であった。 実際にそれが確認されたが， 残された問題も
ある。Bäcklund 変換との関係は， もう一つ不明である。 私の真の問題点は， Riccati方程式の持つ保
存則の得失を射影行列に還元する事であるが， 未解決として残された。 又， Riccati方程式に関する
議論を一般化してNxN次の問題を明らかにせねばならない。 特に問題なのはその 変換の可換性であ
る。 肥川達は5) 3 x 3以上での非可換性がソリトン方程式にKac.Moody リ一代数構造をもたらすと
指摘しているからである。 我々も連続スベクトル成分に関してその解析を行い， 同様な結果を得た6 )。
本文での取扱は離散スベクトルに関係する物であると言える。
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付録A ポテンシャル増殖の公式
式(2-8)に(2-7)を代入して， 式(2-10 )と比較しよう，
θxP二一PD(À )+D(l) (À )P+{D(λ )-D(l)(λ )  } /α 
ニD(μ )P-PD( ν )-P{D(μ )-D( ν )  }P. 
(2-6)式に依れば， 上の関係は，
ムQ=α{[D(1)(À )-D(μ ))P- P[D(μ )-D( ν)) + P[ D(μ )-D( ν )) P} 
=α{ -i (À μ ) σ3P+i (λ ν )P σ3一i(μ-1/ )P σ3P+ムQ.P} . 
これをムQに関し整理してA.B=(l-aP ) (l一βP )= 1を使うと
ムQ=α{一i(À μ ) σ3P+i(À ν )P σ3一i(μ一 ν )Pð3P}・( 1 -βP ). 
更に， aβ=α+β及びp2=pを利用すれば，
6Q=-iα{(À -μ ) σ3P-(À一 ν )P σ3+(μ ν )P σ3P} 
十ia{ (λ一μ ) σ3P-(À ν )P σ3P+(μ ν )P σ3P}
+iβ{( À μ ) σ3P一(λ ν )P σ3P+(μ ν )Pð3P}
=i {α(λ ν )P σ3 β(λ μ ) σ3P}. 
しかるにα(λ一 ν )二一β(À-μ )= ν一μより，
α(λ ν )+β(À -1/ ) β(μ ν )= O. 
故に， (2-11)式が導かれた。
ポテンシャル増殖の考察をもう少し進めよう。 式(2-4)を次の様に書き直してみ る。
1 U<l) (À )>二1 u( À )  > αー(À )5'(À )1 ø>， 
但し， 再=u(μ )， Bはスカラー値をとる，
B(λ )=<ψ1 u(λ )>/<ψ1 ø >. 
u(l)が式(2-5)を満たす条件は， 次 式で 与えられる。
ムQlø(1)>=一α{5'x -5'[ D( À )  -D(μ ))}IØ>. 
(A -1) 
( A  -2) 
(A -3) 
( A  -4) 
(A -5) 
(A -6) 
( A  -7) 
( A  -8) 
これは， ylJベクトルを表すが， 両辺のケットは事なり， キャンセル 出来ない。 つまり， ムQを求める
ために1 ø >をlø(l)>に変えねばならない。 式(A-6)を次の様に書く。
lu>二1 U<l) > +α5'1 ø >. 
次の再帰的関係に注目しよう。
5'1 ø > =P 1 u(l) > +αP 5'1 ø> 
これは簡単に解けて， 次 式を得る。
EJ O口
(A - 9) 
( A-10) 
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Z14>= 7E- |u(1) >， 
1 -a 
1 u> = ( 1一 βP )lu(1) >. 
これを (A-8)式の右辺に代入して整理すれば，
ムQIU(l)>二i (μ ν)[P， σ3Jlu(1)>， 
となり， 再び式(2-11)を得る事が出来る。
十86一
(A-lla) 
(A-llb) 
(A-12) 
Soliton Proliferation of the Nonlinear Integrable 
Systems and Riccati Equation 
Tsutomu KA WA T A 
According to the scheme of the Riemann-Hilbert transform， we first introduce a simple 
but local transformation by which the solution of nonlinear integrable伺uations are produ­
cud recursively ("proliferation")_ The key of this step is to introduce a projection matrix 
consiting of solutions for a linear decoupling set corr回開nding to the nonlinear equation. We 
next fomd that the relation betwæn the proj ection matrix and solutions of the Riccati明u­
ation results in a fractional transformation of the problem. By this relation we show a 
S明uen ce of proliferations constructed uniquely with quite algebraic manners， because two 
kinds of fractional transformations commute each other. 
〔英文和訳〕
非線形可積分系の解の増殖とR iccati方程式
川 田 勉
リーマンヒルベルト変換の考え方に沿って， まず我々は簡単しかしローカルな変換を構成し， それ
によって非線形可積分 系の解の逐次的構成法を与える。 この方法の鍵は， 解くべき非線形方程式に同
値な線形連立系の解からなる射影行列を導くことである。 次に我々は， 射影行列と Riccati方程式の
解の関係から， 問題を分数変換に帰着させる。 2個の分数変換は互いに可換である事実から， 逐次的
な増殖も 全く代数的な計算で求まる事が示される。
(1986年10月31日受理)
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